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 «КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

И АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ».

ЦЕЛЬ УРОКА:
добиться понимания учащимися необходимости введения новой числовой системы – системы комплексных чисел и научить их выполнять арифметические операции в новой системе.
ЗАДАЧИ УРОКА:
Образовательные:

· познакомиться с новой числовой системой, системой комплексных чисел, с историей её возникновения;
· ввести понятия: комплексного числа, чисто мнимого числа; противоположных, равных, сопряжённых чисел на  множестве С;

· познакомить учащихся с устной и письменной символикой введённых понятий;

· ввести операции сложения, вычитания, умножения, деления и перехода к сопряжённому числу на множестве комплексных чисел;

· сформировать у учащихся умение выполнять арифметические операции над комплексными числами.
Воспитательные:

· подвести учащихся к выводу о необходимости введения новой числовой системы – системы комплексных чисел;
· формировать научное мировоззрение;

· расширить  кругозор учащихся.

Развивающие:

· активизировать познавательную деятельность учащихся;

· развивать навыки самостоятельной работы.
Тип урока: урок – лекция. Продолжительность 90 минут.
Технические средства: мультимедийный проектор, компьютер, экран.
Программные средства: мультимедийная презентация, выполненная в программе Microsoft Office PowerPoint
      План урока.

1. Организационный момент. Формулировка целей урока (3 мин.).

2. Объяснение нового материала (32 мин.).

3. Решение задач на закрепление нового материала (30 мин.).

4. Обучающая самостоятельная работа (22 мин.). 

5. Подведение итогов урока (3 мин.).

ХОД УРОКА.
1. Организационный момент. Формулировка целей урока.
Уч. Сегодня на уроке мы познакомимся с новой числовой системой – системой комплексных чисел. Рассмотрим историю её возникновения, введём арифметические операции на множестве комплексных чисел и их свойства.

[image: image1.emf]
2. Объяснение нового материала.
  Уч. Числа – один из основных математических объектов. Вам уже знакомы натуральные, целые, рациональные, иррациональные числа. Вместе они образуют множество действительных чисел. В математике нередко употребляют вместо понятия «множество» термин система чисел, который означает множество объектов вместе с некоторым выбором свойств и отношений.

. [image: image2.emf]ЧИСЛОВЫЕ СИСТЕМЫ
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    Понятие числа развивалось и изменялось на протяжении всей истории человечества. С течением времени числовые системы расширялись, становились всё более сложными, включая как составные части ранее известные числовые системы. Каждая из числовых систем имела свои преимущества и свои недостатки. У более сложной больше различных возможностей по её использованию и применению, но при этом и само построение такой системы, и знание многочисленных деталей, очевидно, требуют больших усилий и большего времени. Рассмотрим «плюсы и «минусы» основных числовых систем.  

[image: image3.emf]НАТУРАЛЬНЫЕ ЧИСЛА , N
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

Допустимые алгебраические операции:  

сложение, умножение

34 + 6,  45 Х 15      



Частично допустимые алгебраические операции:                                                    

вычитание, деление, извлечение корней

6 - 5,  45 : 15, 



Уравнения 2х + 7 = 8,  5х = 9 ,        = 15                                            

не имеют корней в N

49
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Комментарии учителя.

Невозможно на множестве натуральных чисел выполнить действия: 45-210, 3:6, 
[image: image4.wmf]23

.

Приведите примеры действий невыполнимых в системе натуральных чисел.

[image: image5.emf]ЦЕЛЫЕ ЧИСЛА , Z

…-3, -2, -1, 0,1, 2, 3, …



Допустимые алгебраические операции:                       

сложение, вычитание, умножение

24 + 5,  4 – 15, 18 х 2       



Частично допустимые алгебраические операции:                                                    

деление, извлечение корней

(- 6) : ( - 2),  



Уравнения 16х = 9 ,  2     = 60                                            

не имеют корней в Z

9

2
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Комментарии учителя.

Невозможно на множестве целых чисел выполнить действия: 42:10, 
[image: image6.wmf]28

.

Приведите примеры действий невыполнимых в системе целых чисел.

[image: image7.emf]РАЦИОНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА , Q

Целые числа и

обыкновенные дроби



Допустимые алгебраические операции:                       

сложение, вычитание, умножение, деление

- 14 + 26, 8 – 34, ( - 22) Х 14, 30 : 23      



Частично допустимые алгебраические операции:                                                    

извлечение корней из неотрицательных чисел



Уравнения = 5, 2     = 9        не имеют корней в Q

21 , 1
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Комментарии учителя.

Невозможно на множестве рациональных чисел выполнить действие 
[image: image8.wmf]1

,

12

.

Приведите примеры действий невыполнимых в системе рациональных чисел.

[image: image9.emf]ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА , R

Рациональные и

иррациональные числа



Допустимые алгебраические операции:                       

сложение, вычитание, умножение, деление, 

извлечение корней из неотрицательных чисел

43 - 66,  ( - 2) Х ( - 514), ( - 36) : 41,       



Частично допустимые алгебраические операции:                                                    

извлечение корней из произвольных чисел
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Комментарии учителя.

Невозможно на множестве действительных чисел выполнить действие 
[image: image10.wmf]25

-

.

Приведите примеры действий невыполнимых в системе действительных чисел.

[image: image11.emf]КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА, C
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Частично допустимая операция извлечения корней из произвольных чисел становится допустимой в системе комплексных чисел.

Минимальные условия, которым удовлетворяют комплексные числа включают в себя:

· Множество комплексных чисел содержит все действительные числа;

· Существует комплексное число, квадрат которого равен -1;

· Операции сложения, вычитания, умножения и деления комплексных чисел удовлетворяют обычным законам арифметических действий (сочетательному, переместительному, распределительному).

Историческая справка, подготовленная учащимися. 
История возникновения комплексных чисел
1. Развитие понятия о числе

    Древнегреческие математики считали “настоящими” только натуральные числа. Постепенно складывалось представление о бесконечности множества натуральных чисел. 

 В III веке Архимед разработал систему обозначения вплоть до такого громадного как 

. Наряду с натуральными числами применяли дроби - числа, составленные из целого числа долей единицы. В практических расчетах дроби применялись за две тысячи лет до н. э. в древнем Египте и древнем Вавилоне. Долгое время полагали, что результат измерения всегда выражается или в виде натурального числа, или в виде отношения таких чисел, то есть дроби. Древнегреческий философ и математик Пифагор учил, что “… элементы чисел являются элементами всех вещей и весь мир в челом является гармонией и числом. Сильнейший удар по этому взгляду был нанесен открытием, сделанным одним из пифагорейцев. Он доказал, что диагональ квадрата несоизмерима со стороной. Отсюда
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 следует, что натуральных чисел и дробей недостаточно, для того чтобы выразить длину диагонали квадрата со стороной 1. Есть основание утверждать, что именно с этого открытия начинается эра теоретической математики: открыть существование несоизмеримых величин с помощью опыта, не прибегая к абстрактному рассуждению, было невозможно.            

 Следующим важным этапом в развитии понятия о числе было введение отрицательных чисел - это было сделано китайскими математиками за два века до н. э. Отрицательные числа применяли в III веке древнегреческий математик Диофант, знавший уже правила действия над ними, а в VII веке эти числа уже подробно изучили индийские ученые, которые сравнивали такие числа с долгом. С помощью отрицательных чисел можно было единым образом описывать изменения величин. Уже в VIII веке было установлено, что квадратный корень из положительного числа имеет два значения - положительное и отрицательное, а из отрицательных чисел квадратный корень извлекать нельзя: нет такого числа 

, чтобы 

.

2. На пути к комплексным числам

В XVI веке в связи с изучением кубических уравнений оказалось необходимым извлекать квадратные корни из отрицательных чисел. В формуле для решения кубических уравнений вида 

 кубические и квадратные корни: 
[image: image12.wmf]

 EMBED Equation.2  
.


 Эта формула безотказно действует в случае, когда уравнение имеет один действительный корень (
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 x=1), а если оно имеет  три действительных корня (

 x1=1 x2,3 =
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), то под знаком квадратного корня оказывалось отрицательное число. Получалось, что путь к этим корням ведет через невозможную операцию извлечения квадратного корня из отрицательного числа. Вслед за тем, как были решены уравнения 4-й степени, математики усиленно искали формулу для решения уравнения 5-й степени. Но Руффини (Италия) на рубеже XVIII и XIX веков доказал, что буквенное уравнение пятой степени 

 нельзя решить алгебраически; точнее: нельзя выразить его корень через буквенные величины a, b, c, d, e с помощью шести алгебраических действий (сложение, вычитание, умножение, деление, возведение в степень,  извлечение корня).

 В 1830 году Галуа (Франция) доказал, что никакое общее уравнение, степень которого больше чем 4, нельзя решить алгебраически. 
Тем не менее, всякое уравнение n-й степени имеет (если рассматривать и комплексные числа) n корней (среди которых могут быть и равные). В этом математики были убеждены еще в XVII веке (основываясь на разборе многочисленных частных случаев), но лишь на рубеже XVIII и XIX веков упомянутая теорема была доказана Гауссом.

Итальянский алгебраист Дж. Кардано в 1545 г. предложил ввести числа новой природы. Он показал, что система уравнений 

, не имеющая решений во множестве действительных чисел, имеет решения вида 

, 

, нужно только условиться действовать над такими выражениями по правилам обычной алгебры и считать что 

. 

3. Утверждение комплексных чисел в математике

Кардано называл такие величины “чисто отрицательными” и даже “софистически отрицательными”, считал их бесполезными и старался их не употреблять. В самом деле, с помощью таких чисел нельзя выразить ни результат измерения какой-нибудь величины, ни
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 изменение какой-нибудь величины. Но уже в 1572 году вышла книга итальянского алгебраиста Р. Бомбелли, в которой были установлены первые правила арифметических операций над такими числами, вплоть до извлечения из них кубических корней. Название “мнимые числа” ввел в 1637 году французский математик и философ Р. Декарт, а в 1777 году один из крупнейших математиков XVIII века - Л. Эйлер предложил использовать первую букву французского слова imaginaire (мнимый) для обозначения числа 

 (мнимой единицы). Этот символ вошел во всеобщее употребление благодаря К. Гауссу .  Термин “комплексные числа”  так же был введен Гауссом в 1831 году. Слово комплекс (от латинского complexus) означает связь, сочетание, совокупность понятий, предметов, явлений и т. д. Образующих единое целое.

 В течение XVII века продолжалось обсуждение арифметической природы мнимых чисел, возможности дать им геометрическое обоснование.  

 Постепенно развивалась техника операций над мнимыми числами. На рубеже XVII и XVIII веков была построена общая теория корней n-ых степеней сначала из отрицательных, а за тем из любых комплексных чисел.
В конце XVIII века французский математик Ж. Лагранж смог сказать, что математический анализ уже не затрудняют мнимые величины. С помощью мнимых чисел научились выражать решения линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Такие уравнения встречаются, например,  в теории колебаний материальной точки в сопротивляющейся среде. Еще раньше швейцарский математик Я. Бернулли применял комплексные числа для решения интегралов.

 Хотя в течение XVIII века с помощью комплексных чисел были решены многие вопросы, в том числе и прикладные задачи, связанные с картографией, гидродинамикой и т. д., однако еще не было строго логического обоснования теории этих чисел. По этому французский ученый П. Лаплас считал, что результаты, полученные с помощью мнимых чисел, - только наведение, приобретающее характер настоящих истин лишь после подтверждения прямыми доказательствами.

 “Никто ведь не сомневается в точности результатов, получаемых при вычислениях с мнимыми количествами, хотя они представляют собой только алгебраические формы иероглифы нелепых количеств” Л. Карно.

  После создания теории комплексных чисел возник вопрос о существовании “гиперкомплексных” чисел - чисел с несколькими “мнимыми” единицами. Такую систему вида 

, где 

, построил в 1843 году ирландский математик У. Гамильтон, который назвал их “кватернионами”.      Большой вклад в развитие теории функций комплексного переменного внесли русские и советские ученые Н. И. Мусхелишвили занимался ее применениями к упругости, М. В. Келдыш и М. А. Лаврентьев - к аэро- и гидродинамике, Н. Н. Богомолов и В. С. Владимиров - к проблемам квантовой теории поля. 
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[image: image15.emf]Из истории комплексных чисел



Название “мнимые числа” ввел в 1637 году

французский математик и философ Р. Декарт.   



В 1777 году один из крупнейших математиков XVIII

века - Л. Эйлер предложил использовать первую

букву французского слова imaginaire (мнимый) для

обозначения числа (мнимой единицы).  



Этот символ вошел во всеобщее употребление

благодаря К. Гауссу .  Термин “комплексные числа”

так же был введен Гауссом в 1831 году. Слово

комплекс (от латинского complexus ) означает связь, 

сочетание, совокупность понятий, предметов, 

явлений и т. д. Образующих единое целое.


[image: image16.emf]Из истории комплексных чисел



Комплексные числа, несмотря на их “лживость” и

недействительность, имеют очень широкое применение. 

Они играют значительную роль не только в математике, 

а также в таких науках, как физика, химия. В настоящее

время комплексные числа активно используются в

электромеханике, компьютерной и космической

индустрии.



Так с их помощью русский математик и механик

Николай Егорович Жуковский создал теорию парения, 

показал как можно рассчитать подъёмную силу, 

возникающую при обтекании воздухом крыла самолёта.



Именно поэтому нам следует расширять свои знания о

комплексных числах, их свойствах и особенностях. 
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Уч. Произведения мнимой единицы и действительных чисел называют чисто мнимыми числами. [image: image17.emf]Чисто мнимые числа
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Уч. Введём понятие комплексного числа.

[image: image18.emf]ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1



Комплексным числом называют

сумму действительного числа и

чисто мнимого числа.                           



z = a + bi

C       a    R, b    R,               

i – мнимая единица



Число а называют действительной

частью комплексного числа z , b –

мнимой частью комплексного числа z








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[image: image19.emf]Алгебраическая форма комплексного числа

z = a + bi



Если а = 0, то a + bi = 0 + bi = bi

bi – чисто мнимое число



Если b = 0, то bi = 0 х i = 0,              

а значит a + bi = а + 0 = а

а – действительное число


[image: image20.emf]ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2



Два комплексных числа

называются равными, если равны

их действительные и равны их

мнимые части:                

a + bi =  с + di a = c, b=d


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[image: image21.emf]Устная работа



Назовите пары равных между собой комплексных

чисел:

а) -3+2i и 3+2i; б) 0,4+3,1i и 0,4+3i; в) 6-i и –i+6; 

г) 5,8-6i и -6i-5,8; д) 12,4 и 12,4i; е) 0 и iх0;

ж) -10+3/2i и -10+1,5i ; з) 2/5+7i и 7i+0,4; 

и) -108+i и i-10,8; к) 6/8+iх0 и 6/8. 

[image: image22.emf]ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3



Два комплексных числа

z = а + bi и - z= - a – bi  

называются

противоположными.

Сумма двух противоположных чисел

равна 0:

z + (–z) = 0


12

[image: image23.emf]Устная работа



Назовите пары противоположных комплексных 

чисел:

а) -8+i и -8+2i; б) -0,4+3i и 0,4-3i; в) 9-i и –i+9;

г) 5,8-6i и 6i-5,8; д) -12,4 и 12,4i; е) 0 и iх0;

ж) 57+3/2i и -57-1,5i ; з) 2/5-7i и 7i+0,4;

и) -89,7+i и -i+8,97; к) 6/8+iх0 и -6/8.


Уч. Одним из условий, позволяющим определить всё множество комплексных чисел,  являются выполнение  следующих операций:  [image: image24.emf]Операции сложения, вычитания, умножения

комплексных чисел удовлетворяют обычным

законам арифметических действий



Переместительному:

(a + bi) + (с + di) = (с + di) + (a + bi) 

(a + bi) Х (с + di) = (с + di) Х (a + bi) 



Сочетательному:

((a+bi) + (с+di)) + (n+mi) = (a+bi)+ ((с+di) + (n+mi)) 

((a+bi) х (с+di)) х (n+mi) = (a+bi) х ((с+di) х (n+mi))



Распределительному:

((a+bi) + (с+di)) х (n+mi) = (a+bi)х(n+mi) + (с+di)х(n+mi))
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 Уч. Введём операции сложения и вычитания на множестве комплексных чисел и рассмотрим соответствующие примеры. 

[image: image25.emf]Операция сложения (вычитания)

комплексных чисел



+   

=(a + bi) + (с + di) = (а + с) + (bi + di) = 

= (а + c) + (b + d)i



+ (- )= (a + bi) - (с + di) = (а - с) + (bi + di) =    

= (а - c) + (b - d)i

Пример. Найдите сумму и разность комплексных чисел

= 1-2i,        = -3+4i.

+      = (1 - 2 i) + ( – 3 + 4 i) = (1 -3) + ( -2 + 4)i = - 2 +2i

- = (1 - 2 i) - ( – 3 + 4 i) = (1 +3) + ( -2 - 4)i = 4 - 6i

z

1

z

2

z

1

z

2

z

1

z

2

z

1

z

2

z

1

z

2


Физкультминутка.

Упражнения для глаз.

   - взглядом обвести контуры фигур, изображённых на рисунке, 3 раза в одну сторону и 3 раза в другую сторону( фигуры рисуют на доске).
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Уч. Введём операцию умножения на множестве комплексных чисел и рассмотрим соответствующий пример. Здесь формула получается более сложной.
[image: image26.emf]Операция умножения

комплексных чисел

Пример. Найдите произведение комплексных чисел

= 1-2i,        = -3+4i.

В произведении следует раскрыть скобки и привести

подобные члены:

х = (1-2i ) х (-3+4i ) = -3 + 4i + 6i - 8    =

= -3 +10i + 8 = 5 + 10i.

z

1

( a + bi) x ( с + di ) = (ac – bd) + (bc + ad)i

z

2

z

1

z

2

2

i


Уч. Можно, конечно, выучить эту формулу, но гораздо надёжнее понимать, как она получена. В соответствии рассмотренными выше условиями, следует в произведении (а+bi)(c+di) раскрыть скобки и привести подобные члены. Проделайте это самостоятельно.

Рассмотрим пример на применение этой операции.
15
Уч. Рассмотрим операцию деления двух комплексных чисел.
[image: image27.emf]Деление комплексных чисел



Рассмотрим уравнение (c+di)z=a+bi, где c+di отлично от

нуля. Умножим обе части уравнения на с-di.

.

2 2 2 2

, ) ( ) ( )

2 2

(

,

2

) ( ) ( )

2

) (

2

(

), )( ( ) )( (

i

d c

ad bc

d c

bd ac

z

i ad bc bd ac z d c

bdi bi c a di ac z di c

bi a di c z di c di c













    

    

    

i

d c

ad bc

d c

bd ac

di c

bi a

2 2 2 2


















Уч. Мы видим, что формула достаточно сложная для запоминания и для конкретных вычислений совсем необязательно её выучивать. Рассмотрим уравнение, где корнем как раз является частное двух комплексных чисел (а+bi) и  (c+di). 

Т.о. получается формула для частного двух комплексных чисел. 
[image: image28.emf]Операция деления 

комплексных чисел

Т.о. для того чтобы найти частное

двух комплексных чисел 

нужно   числитель и знаменатель дроби

умножить на c-di

di c

bi a




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                               [image: image29.emf]ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4



Два комплексных числа называются

сопряжёнными, если их

действительные части равны, а мнимые

противоположны по знаку.

Если z = a + bi , то сопряжённое ему

имеет вид = a – bi .

Z


[image: image30.emf]Если мнимая часть комплексного числа z

равна 0, т.е. это действительное число,

то =z

Верно и обратное: если     =z, то х+уi=х-уi, и 

следовательно у=0, т.е. z – действительное число.



Т.о. для действительных чисел переход к сопряжённому не

даёт ничего нового: число переходит само в себя.



А это значит, что операция перехода к сопряжённому

числу – это новая операция, которая содержательна

именно для множества комплексных чисел.

Z

Z
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[image: image31.emf]Свойства операции перехода к 

сопряжённому числу



Свойство 1.

Если z=c+di, то     z=



Свойство 2.



Свойство 3. 



Свойство 4. 



Свойство 5.



Свойство 6. 



Z

2

d

2

c



2

Z

1

Z

2

Z

1

Z

  

2

Z

1

Z

2

Z

1

Z

  

n n

Z ...

2

Z

1

Z Z ...

2

Z

1

Z

     

2

Z

1

Z

2

Z

1

Z

  

 

n

Z

n

Z




Уч. Докажем 1 и 2 свойства. 

Фронтальная работа с классом.
3. Решение задач на закрепление нового материала.

[image: image32.emf]Тренировочные задания



1. Вычислите:



2. Дана геометрическая прогрессия с первым членом,      

равным i,  и знаменателем, равным – i.

а) выпишите первые 7 членов этой прогрессии;

б) найдите значение 27-го члена прогрессии;

в) найдите сумму первых 2006 членов прогрессии;

г) найдите сумму членов прогрессии с 15-го по 30-й.
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3
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22

в)i ; б)i ;

3

а)i

   

    

  

)

)(

5


18
Физкультминутка

1). И. п. – сидя на стуле.

 Раз- два –   голову наклонить назад; три–четыре–голову наклонить вперёд, плечи не поднимать.

      2). И. п. – сидя на стуле, руки на пояс.

Раз – поворот головы направо, два – и.п.  

три – поворот головы налево, четыре – и.п.

3). И. п. – сидя на стуле, руки на пояс.

Раз – правую руку вперёд, левую – вверх,       

два – сменить положения рук.

Каждое упражнение повторить 4 – 6 раз.

[image: image33.emf]Тренировочные задания

1. Вычислите:

2. Решите уравнения:

.

2

i) (1

3

i) и)(1 4i); 5 4i)( з)(5

;

3

3i) ж)(1 ;

5

i) е)(2 ;

2

i) д)(1 3i)2i; г)(4

12); 5i)(5i 12 в) 7i); 2i)(1 (1 б 2i); 3 а)i(

     

   

     

( )

3

i). (1 z
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[image: image34.emf]Тренировочные задания

1. Найдите значение функции               если:

а) z=1+i;   б) z=2i;  в) z=2+i.

2. При каких действительных значениях а 

число

а) является действительным;

б) является чисто мнимым?

: i)

2

a a(1 5

2

ai) (3

3

ai) (2 Z

      

,

1 z

1

2

z

ω








Физкультминутка

Быстро поморгать, закрыть глаза и посидеть спокойно, медленно считая до пяти. Повторить 4-5 раз.
4. Обучающая самостоятельная работа.
Учащиеся выполняют задания самостоятельно с последующим обсуждением решений и комментариями учителя.
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[image: image35.emf]Задания для самостоятельной работы
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5. Подведение итогов урока.
Сегодня на уроке мы ввели новую числовую систему – систему комплексных чисел, рассмотрели историю развития и возникновения комплексного числа. На конкретных примерах, показали необходимость введения нового множества чисел. 

Познакомились с новыми понятиями (перечисляют) и арифметическими операциями над ними.

Дом. задание: 32.27 (а,в), № 32.30, № 32.34 (а,в).

Задание повышенной сложности 32.36 (б) (по желанию)
(Алгебра и начала анализа.10 класс. В 2 ч. Ч. 2. Задачник для общеобразовательных учреждений (профильный уровень) / А.Г. Мордкович, П.В. Семёнов. -  4-е изд., доп. – М. : Мнемозина, 2007. – 424 с. : ил.)
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